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Résumé : Étant donné un groupe algébrique linéaire semi-simple G, 
on s'intéresse aux compactifications magnifiques des G— espaces homogènes 
symétriques. Si X est une telle compactification, si L est un fibré en droites 
G— linéarisé sur X et si C est une cellule de Bialynicki-Birula de X de co- 
dimension c, alors l'algèbre de Lie g de G opère naturellement sur le groupe 
de coliomologie à support H^{L). On donne ici une condition nécessaire, 
portant sur la cellule C, pour que ce g— module possède un sous-quotient 
simple de dimension finie. On en déduit une formule pour la caractéristique 
d'Euler-Poincaré de L sur X et une estimation (exacte pour certains cas 
dont celui de la variété des coniques complètes) des groupes de coliomologie 
supérieure H'^{X,L), d>0. 
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Bibliographie l53 

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. 

Introduction 

Considérons un groupe algébrique linéaire semi-simple G sur k et g son 
algèbre de Lie. Si X est une G— variété projective lisse et L un fibré en droites 
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G— linéarisé sur X, alors tous les groupes de cohomologie H'^{X,L), d > 0, 
sont des G— modules de dimension finie. 

Lorsque X possède une décomposition cellulaire : 

x = [_\a 

i 

OÙ les cellules Ci sont des sous- variétés de X, de codimension q, isomorphes 
à des espaces affines, on dispose d'une suite spectrale, la suite spectrale de 
Grothendieck- Cousin {cf. |Kempf| ), dont les premiers termes sont les groupes 
de cohomologie à support H^^ (L) et qui converge vers les groupes de coho- 
mologie globaux H'^{X,L). 

Remarquons que les H^^{L) sont seulement des g— modules alors que les 
H'^{X,L) sont des G— modules. 

Dans certains cas, la partie finie de la suite spectrale de Grothendieck- 
Cousin dégénère, i.e. les termes de la suite spectrale ont des multiplicités 
constantes selon chaque g— module simple de dimension finie. Cela permet 
alors de déterminer complètement les H'^(X,L). Cela se produit si X est 
une variété de drapeaux (d'où le célèbre théorème de Borel-Weil-Bott) et 
plus généralement si X est une variété magnifique de rang minimal (ce sont 
des G— variétés projectives avec une seule G— orbite fermée et qui vérifient 
notamment la prpopriété d'avoir une déciomposition cellulaire dont toutes 
les cellules rencontrent cette orbite fermée), cf. |T2l th. 3.1]. On s'intéresse 
ici aux G— variétés symétriques complètes définies par De Concini et Procesi 
dans |DeConcini-ProcesI] . Ces variétés ont aussi une seule orbite fermée. 
Lorsqu'une cellule Ci rencontre cette orbite projective, le g— module H^,{L) 
possède une suite de composition finie dont les quotients successifs sont des 
g— modules bien étudiés : les modules de Verma tordus {cf. |Tll th. 4.1]). 

Mais quand une cellule Ci ne rencontre pas la G— orbite projective de X, 
on n'a pas de description aussi commode du g— module H^,{L). Néanmoins, 
nous allons montrer (avec une condition supplémentaire sur le fibré en droites 
L) que, dans ce cas, le g— module H^,{L) n'a pas de G— modules parmi 
ses sous-quotients simples (c'est le théorème 17. ip . Ce résultat permet de 
simplifier la suite spectrale de Grothndieck- Cousin. Comme applications, on 
donnera une formule pour la caractéristique d'Euler-Poincaré global {cf. le 
théorème 18.11) : 

J2{-iyw{x,L) 

i 

(somme alternée dans l'anneau des représentations de G), une majoration 
des multiplicités des G— modules simples dans les H'^{X,L) {cf. le théorème 
18. 3p avec, pour corollaire un résultat d'annulation en degré d = 1 {cf. le 
corollaire 18.3. ip . 

Enfin on déterminera complètement les H'^{X, L) pour deux exemples 
de variétés symétriques complètes de rang 2 dont la variété des coniques 
complètes {cf. les théorèmes 18.51 et l8.6j) . 
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1 Énoncé du résultat principal 



1.1 Variétés symétriques complètes 

Soit G un groupe algébrique linéaire sur k. On suppose que G est semi- 
simple adjoint et connexe sur k. Soit 6 : G ^ G un automorphisme d'ordre 
2. Notons H := G^ le sous-groupe des points fixes de 9. 

L'espace homogène G/ H est une variété symétrique affine. 

D'après [DeConcini-ProcesIl th. 3.1], il existe une unique G— variété pro- 
jective X telle que : 

i) X contient G/H comme G— orbite ouverte; 
il) X est lisse ; 

iii) le diviseur X \ G/ H = Di L) ... L) Dr est un diviseur à croisements 

normaux (les composantes irréductibles Di de X \ G / H sont appelées 
les diviseurs limitrophes de X) ; 

iv) pour tous x,x' G X, G.x = G.x' <^ {z : x G Di\ = {i : x' € Di] ; 

v) il n'y a qu'une seule G— orbite fermée dans X : F = Di n ... fl Dr. 

L'entier r est le rang de X. 

On dit que la variété X est la compactification magnifique de G/ H. On 
appelle variétés symétriques complètes de telles variétés. 

Remarque : Soit f) l'algèbre de Lie de H . L 'automorphisme 9 induit un 
automorphisme d'algèbres de Lie g — > encore noté 6. On a : 

= / = {x G g : 9{x) = x} . 

Soit h := dim f). La variété X peut être définie comme l'adhérence de l'orbite 
G.f) dans la grassmannienne := Gr/i(g) des sous-espaces de g de dimension 
h {cf. |DeConcini-ProcesIl §6]). 

Fixons pour la suite G, H comme ci-dessus et X la compactification 
magnifique de l'espace symétrique G/H . On notera G le revêtement universel 
de G et on considérera X comme une G— variété. 

Exemple : Soit G := PGL3 et soit 6 l'involution : 

9:G^G, [g]^[{gY^] 

(on note [g] G PGL3 la classe modulo k* d'une matrice inversible g). On a 
dans ce cas H = G^ = SO3. Notons ^3 l'espace des matrices symétriques 
3 X 3 à coefficients dans k. Soit G la variété algébrique affine des coniques non 
dégénérées de (vues comme des classes modulo k* de formes quadratiques 
non dégénérées sur k^, vues elles-mêmes comme des matrices symétriques 
3x3 non singulières à coefficients dans k) : 

e := {[g] G F(53) : detg/O} . 
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Comme le groupe G agit transitivement sur C, on peut identifiier l'espace 
homogène symétrique G/H à Q via l'isomorphisme : 

G/H^e, [g]H ^ [{g'r'g] ■ 

On peut dans ce cas décrire la compactification magnifique S de C comme 
une sous-variété fermée de x par : 

ë := m, [q']) G F(53) x F(53) : qq' G kid} 

où qq' est le produit usuel des matrices q,q'. 

En effet, C est lisse, contient C via l'inclusion : 

[q]ee^i[q],[q-'])Gë 
et le groupe G = SL3 agit sur C par : 

ygGG,y{[q],[q'])eë, <7.(fe], ['z']) = ([(5*)" W], [ô^V]) ■ 
Pour cette action, les diviseurs limitrophes de C sont : 

Di := m, [q']) G ë : rgg = 1} et Z)2 := {{[q], [q]) G ë : rgg' = 1} 

et les axiomes de définition d'une variété G— magnifique sont bien vérifiés. 
Notons que C est de rang 2 ; c'est la variété des coniques complètes. 

Remarque : On peut aussi définir C comme l'éclaté de F^ le long de la 
surface de Veronese i/(F^) où : F^ — > F^, [x : y : z] i—^ [x'^ : y"^ : z'^ : xy : 
xz : yz]. 

1.2 Faisceaux inversibles spéciaux 

Le résultat principal de cet article concerne certains faisceaux inversibles 
sur X : 

Définition 1 On dit qu'un faisceau inversible .if sur X est spécial s'il existe 
un entier n > tel que : 

if^"~Ox(niDi + ... + n^L»^) 

pour certains entiers ni. 

Remarque : si la variété X n'est pas exceptionnelle i.e. si le rang du 
groupe de Picard de X est r, alors tous les faisceaux inversibles sur X sont 
spéciaux. C'est par exemple le cas pour la compactification magnifique de 
PGLn/PSOn (pour tout n > 2). 
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1.3 Cellules et cohomologie à support 



Soit V un sous-groupe à un paramètre de G tel que l'ensemble des points 
fixes : 

:= {x € X : V s G k*, v{s).x = x} 

est fini. De tels sous-groupes à un paramètre existent toujours et sont appelés 
X— régulier. 

Pour tout point fixe x G X'^, on pose : 

X^ ou X~^(x) := {y £ X : lim v{s).y = x\ . 

s—'O 

sek* 



D'après |Bialynicki-73| , chaque X~^{x) est une sous- variété localement 
fermée de X, isomorphe à un espace affine. On obtient ainsi une décompo- 
sition : X = Ux^x'^X'^^x). Les X~^{x) sont les cellules de Bialynicki-Birula 
de X et on dit que x est le centre de la cellule X~^{x). 

Tous les faisceaux inversibles ^ sur X sont G— linéarisés {cf. [Steinberg] ). 
Donc pour tout point x S X'^ et tout entier n, les groupes de cohomologie à 
support i7^+j^^^(Jf) sont des g— modules (cf. [Kempft lem. 11.1]). 

De plus, H^+^^-^{^) = sauf si la cellule est de codimension n 

dans X. 

Exemple : Soient G := PGL2(k) et X la compactification magnifique 
de l'espace homogène PGL2/PSO2. On a : G = SL2(k) et la variété X est 
l'espace projectif F(F) = où F est le SL2(k)— module simple k[To,Ti]2 
des polynômes homogènes de degré 2. L'unique G— orbite fermée est formée 
des classes de polynômes [P] de discriminant nul. On a : 



T 




( 



s € k* > et X = TLijj où w 



Si on prend pour sous-groupe à un paramètre v : k* 
alors on a : 



s 




x^ = {[T2],[Tori],[rf]} . 

Seul le point fixe xq := [TqTi] n'est pas dans la G— orbite fermée. La 
cellule correspondante est : 

X^{xq) = { [bToTi + cTf ] eX : 6, c G k, 6 ^ o} ~ 

Les faisceaux inversibles sur X sont les Op2 (n) avec n entier. 

Comme le point xq est A''g(r)— stable et comme tous les caractères du 

groupe Nq{T) sont triviaux, le tore T agit trivialement sur la fibre 0-p2{n)\xf) 

(pour chaque entier n). On a donc un isomorphisme de T— modules : 
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pour chaque n 

Or, les poids de l'espace tangent T^^X sont —2a;, et 2a;. On en déduit 
que tous les poids du T— module H^+^^^^{0-p2{n)) sont de la forme 2na; 
avec n G Z<o. En particulier, aucun n'est dominant. En conséquence, le 
sl2— module ffj^+^^^j(0p2(n)) ne peut pas avoir de SL2(k)— modules parmi 
ses sous-quotients simples. 

Le théorème qui suit est une généralisation de ce fait aux variétés symé- 
triques complètes : 

Théorème 1.1 Soient ^ un faisceau inversible spécial sur X et C une 
cellule de Bialynicki-Birula de X de codimension d. 

Si le Q— module H(^{Sf) admet un sous-quotient simple de dimension fi- 
nie, alors le centre de la cellule C est dans l'orbite fermée de X. 

Remarque : si X est de rang minimal, i.e. si r = rang(G) — rang(ii') 
(par exemple si X est la compactification magnifique de G x G /G), alors 
tous les points fixes x G X'^ sont dans F. Donc ce théorème n'apporte rien 
dans ce cas. En revanche si X n'est pas de rang minimal (par exemple si 
X est la compactification magnifique de PGLn/PSOn), alors il existe des 
points fixes x E X'^ \ F. 

Avant de démontrer ce théorème, nous allons rappeler quelques résultats 
concernant les variétés symétriques complètes. 

2 Sous-groupe de Borel, tore maximal, système de 
racines, etc. adaptés à une variété symétrique 

Nous suivons |DeConcini-ProcesIl §1]. 

Fixons un tore Ti de G, anisotrope {i.e. 6{t) = t~^ pour tout t dans 
Ti) et maximal. Soit T un tore maximal de G qui contient Ti. Le tore T est 
forcément 0— stable. On notera T l'image réciproque de T dans G, X le réseau 
des caractères de T, (•, •) le crochet naturel entre caractères et sous-groupes 
à un paramètre de T. 

Soit W le groupe de Weyl associé à (G, T). On choisit une forme bilinéaire 
(•, •) symétrique, non dégénérée et M^— invariante sur X. 

Si on note t l'algèbre de Lie de T, on a : 

t = to + ti 

où to := ker(6' - 1) n t et ti := ker(6' + l)nt. 

Soit <1> Ç t* le système de racines de (0,t). On note encore 9 l'automor- 
phisme induit par 9 sur t*. Cet automorphisme 9 préserve <I> et aussi (•, •) et 
(•,•). 



8 



Posons ^0 := {a e ^ : 9{a) = a] et <ï>i := $ \ <ï>o. On peut choisir 
l'ensemble des racines positives de <ï> tel que : 

Va G n ^>i, e{a) € . 
On notera P '•— 2 5^ ^' P aussi un caractère de T. 

Soient A la base définie par <î>+, Aq := A n $0 et Ai := A n <î>i. 
Il existe une bijection : Ai ^ Ai telle que : 

Va E Ai,^(a) = —9{q) — ^ m^^a^ 

<56Ao 

pour certains entiers m^^a ^ 0. Les entiers a sont entièrement déterminés 
par les équations : 

{e{a),S^) = {a,5^) (Va G Al, V (5 € Aq) . 

Pour toute racine a S <I>i, on pose à := a — 9{a) et on numérote les 
racines de Ai : ai, a^ avec d > r, de sorte que : 

Al := {a : a € Ai} = {5i, 5^} . 

Enfin, on note B (respectivement B~) le sous-groupe de Borel de G défini 
par (respectivement par $~) et B (respectivement B~) son image dans 
G. 

3 Groupe de Picard 

Nous rappelons ici la description du groupe de Picard de la variété X 
comme sous-réseau du réseau des poids de T. 

Puisque X n'a qu'une seule G— orbite fermée, il existe un unique point 
fixe z G X du sous-groupe de Borel B~ . Soit Q le groupe d'isotropie de ce 
point z dans G. C'est un sous-groupe parabolique de G qui contient B~ et 
F = G.z^G/Q. 

Soit ^ un faisceau inversible sur X. Puisque le groupe G est simplement 
connexe le faisceau ^ admet une unique G— linéarisation (à isomorphisme 
près). On peut donc définir sans ambiguïté le caractère p{^) : Q ^ k* avec 
lequel Q agit sur la fibre • 

Si on note X{Q) le réseau des caractères de Q, on a : 

Proposition 3.1 (pro 8.1 de |DeConcini-Procesi| ) Le morphisme 

Pic(X) — > X(Q) 
=5f 1 — > p{^) 

est injectif. 
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Notons pic (X) l'image de Pic {X) dans le réseau X{Q) de sorte que : 
Pic {X) ~ pic (X). 

Désormais, pour tout A G pic (X), on notera ^\ un faisceau inversible 
G— linéarisé sur X de poids p{^\) = A et [^x] sa classe d'isomorphisme. 

Quitte à renuméroter les diviseurs limitrophes Dj, 1 < i < /, on supposera 
que : Ox(A) 

Exemple : Dans le cas où X = G, on a G = SL3 et on peut prendre 
pour tore maximal T le tore des matrices diagonales de SL3. On a z = 



) et Q = B , le sous-groupe des matrices trian- 



gulaires inférieures de SL3. Si on note ai, «2 les racines simples définies par 
G, B etT et wi,W2, les poids fondamentaux correspondants, on a : 

pic (G) = 2Zu;i e 2'EuJ2 

et on peut décrire explicitement les faisceaux inversibles sur G par : 



1 
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0p(S3)M^0p(53)Wlë 



pour tout A = 2mu!i + 2nuj2 £ 2Za;i 2TLi^2- 

Dans la suite, on s'intéressera plus particulièrement aux faisceaux inver- 
sibles spéciaux : 



Définition 2 Un caractère X de T est spécial si 6{X) 



-A. 



Remarque : Soient A € X et le faisceau inversible associé. Le poids 
A est spécial si et seulement si le faisceau Jf^ l'est. 

Soient Wq, a S A, les poids fondamentaux du système de racines 
(considérés comme des caractères de T). 

Voici une description de ces faisceaux inversibles spéciaux à isomorphime 
près : 

Proposition 3.2 (§2, th. 1 de |Ch-Ma| ^ Le reseau 

{A G pic (X) : e{X) = -A} 
admet pour base les poids uJ{, ...,uJÇ. où : 

si 0{ai) / ai 



UJi 



si Q(ai) = ai et Q(ai) / —ai 
si Qiai') = -ai 



pour tout 1 < i < r. 
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Remarque : Si X est la compactification magnifique de PGL„/PSO„, 
onar = n— letti}i = 2ujai pour tout 1 < i < n — 1. 

4 Variétés stables 

Les variétés stables sont les sous-variétés irréductibles et G— stables de 
X ; ce sont les variétés Xj := PliG/ ^ partie de {1, r}. 

Pour les variétés stables, nous allons fixer quelques notations. 

Pour toute partie / Ç {1, /}, on choisit un sous-groupe à un paramètre 
7/ : k* — > Ti tel que pour tout 1 <i <r : 

(ai,-fi) > si i G / , 

(ài, 7/) > si i ^ / . 
Soit XQ := H/H G G/H Ç X. 



Si on pose xj := limt-,oji{t).Xo, alors on a Xj = G.xj. 
Remarque : Soient /'^ := {1, ...,r} \ / et ^>/c les éléments de $ qui sont 
combinaisons linéaires (à coefficients entiers) des 5i, î G I'^. 
Avec ces notations, xj est la sous-algèbre de Lie 

a) © 9-a) 

vue comme point de X Ç . 

On aura besoin aussi des groupes suivants : 

P/ := |(? G G : lini7/(t)~^(77/(t) existe dans G 

Li:={geG : yt£ k* ,^j{t)"'gjj{t) = g} . 

Le groupe Pj est un sous-groupe parabolique de G contenant Q I) et Lj 
est son sous-groupe de Levi par rapport à T. 

Soit Lj le quotient de Lj par son centre. L'automorphisme ^ de G induit 

" q 

un automorphisme 9j de Lj et on pose Hj := L/ . 

Tout cela étant posé, si X{0j) est la compactification magnifique de l'es- 
pace symétrique Lj/Lj^\ on a Xj = G x^' ^{^l) ce qui signifie : 

Proposition 4.1 {cf. |DeConcini-Procesi| §5) Il existe un morphisme sur- 
jectif et G—équivariant : 

Xi % G/ Pi XI ^ Pi /Pi 
tel que ttJ^ {Pi / Pi) ~ X{6i) comme Li — variétés. 
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Remarque : Il résulte de cette proposition que x/ est fixé par le tore T 

si et seulement si L^^ contient le tore T, l'image de T dans L/. 
Pour ce qui suit, on pose : 

W^' ■.= {weW : Vq G «>L, n«>+,u;(a) G $+} 

{^Li est l'ensemble des racines de Lj). 



5 Poids des faisceaux inversibles en les points fixes 
du tore 

Soit X G X'^ . Soit I Ç {1, /} tel que G.x = Xj. Comme le point 7r/(x) 
est un point fixe de T dans G/P/, il existe w G W^' tel que 7r/(x) = wPi /Pj. 

Soient A G pic {X) et le faisceau inversible et G— linéarisé sur X 
correspondant ; on note A^; le caractère avec lequel T agit sur la fibre ^x\x ■ 
En général, le point x n'est pas un point fixe du sous-groupe parabolique 
wPiw~^ mais on a : 



Lemme 5.1 Pour tout poids spécial A G pic {X), le caractère \x se prolonge 
en un caractère de wPiw~^ . 

Démonstration : Comme le faisceau ^\ est G— linéarisé, nous allons 
seulement traiter le cas où = 1 i.e. Tri{x) = Pj/Pj. 



Supposons pour commencer que A est un caractère de Pj i.e. : 



V a G (a, 7/) = ^ (A, a) = . 



Dans ce cas, soit ^\ le faisceau inversible induit par A sur la variété de 
drapeaux G/Pj. On note toujours vr/ : Xj — > G/Pj la projection de la 
proposition 14. 1[ Si on note k;^ la droite k munie de l'action du tore T via le 
caractère A, alors on a les isomorphismes de T— modules : 



Pi /Pi 



On en déduit d'après la proposition 13.11 que ~ ttJ^a- En particulier, 
•^\\x — -^x Pi/Pj et le caractère A^,' se prolonge en un caractère de P/. 



Maintenant, ne supposons plus que A est un caractère de Pj : 
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Comme les «i, 1 < î < r sont Z— linéairement indépendants, il existe des 
entiers /cj , i G /'^ et un entier k > tels que : 

(1) yjer,k{x,âj)-Y,h{âi,âj) = o. 

Posons fi := k\ — J2i£i': hoi. C'est un poids spécial de pic (X). 
De plus, pour toute racine a € <ï>, on a : 

{a,^i) = =^ (a*, a) = . 

En effet, par exemple si a est une racine positive, a = oq + X]f=i n^ai pour 
un oq s et certains entiers rii > 0. 

Donc à = J2i=i riiâi = J2i=i f^'ip-i pour certains entiers n[ tels que n ■ > Ui 
pour tout i. 

Or 6{-^i) = —77 donc : 

(a, 7/) = <;4> (5,7/) = 

r 

<^4> ^n-(5;,7/) = 

i=l 

(2) .^ViG/,n- = 

car si i G /, (55, 7/) > 0. 

Mais puisque = — /U, on a pour chaque racine a : 

d 
i=l 

1 ^ 
^ i=i 

d'après ([T]). 

Par conséquent, on trouve grâce à ([2]) : 

(a, 7/) = ^ (;U,q;) = 

autrement dit, /x est un caractère du sous-groupe parabolique Pj. 
Rappelons que = kX — J2iei<: h^i. Ainsi : 
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Or le point x est dans la G— orbite ouverte de Xj = Plie/ donc si 
i £ I'^,x ^ Di et Ox{Di)\x = Ox\x- Par conséquent : 

•^fj,\xj — -^kxlx ■ 

Mais alors, le caractère kXx avec lequel T agit sur ^k\\x est un caractère 
de Pj donc A3; aussi. Q.e.d. 



6 Espace tangent en un point fixe du tore 

Soit X G X'^ . Comme dans la section précédente, on fixe / Ç {1, ..,r} tel 
que Xj = G.x. On note encore P[ le sous-groupe parabolique correspondant, 
TTj : Xj G /Pi la projection associée et L/ le sous-groupe de Levi de Pi 
contenant T. Soit w S W^'^ tel que 'Ki{x) = wPijPi. 

Notons — (îi, —bu les racines de R'^{Pi), le radical unipotent de Pj. 

Remarque : les ôj sont les racines positives de <î> telles que {ôj,^i) 7^ 0. 

L'espace tangent T^Xj est un T— module et on a : 

Lemme 6.1 Les poids de TxXj sont : 

-w{ôi), -w{6u), ±w{(3i), ±w{Py) 

pour certaines racines positives de Lj. De plus, 2v = dimXj — 

dira G /Pl. 

Remarque : Le groupe d'isotropie Gx est contenu dans wPjw"^ et 2v 
est aussi la codimension de Gx dans wPiw~^ . 

Démonstration : Il suffit de traiter le cas on w = 1. Dans ce cas, 

X € ttJ^ {Pj / Pj) ~ Lj/Lj^' . En particulier le stabilisateur de x dans Lj est 

un groupe réductif car c'est un conjugué de Lj ' . Notons K ce stabilisateur. 
D'après la proposition 14. Il on a un isomorphisme de T— modules : 

TxXi ~ Tp^ipfi/Pi © TxTi.x 

^Tp^/pfi/Pi®T{ri/TiK . 

D'une part, les poids de Tp^jpfi /Pi sont les — (5i, — 5^. D'autre part, 
comme le groupe K est réductif, si /3 est un poids de T\Li /T\K ^ — /? aussi. 
Donc les poids de T\Li/T\K sont les ±/3i, ...,ib/3^ où les (5j sont les racines 
positives de L/ qui ne sont pas racines de K. 

Enfin, on a aussi : 

2v = dimX/ — u = dimXj — diuiG/Pj 

Q.e.d. 
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7 Théorème principal 



Théorème 7.1 Soient ^ un faisceau inversible spécial sur X et C une 
cellule de Bialynicki-Birula de X de codimension d. 

Si le Q— module H^{^) admet un sous-quotient simple de dimension fi- 
nie, alors le centre de la cellule, x € est dans l'orbite fermée de X . 

Pour démontrer ce théorème on va calculer des caractères de T— modules. 

Rappelons d'abord les notations de [Dixmierl §7.5.1] et |Kempf| : 

Soit M est un T— module tel que pour tout caractère : T — > k*, le 

sous-espace M^, := {m G M : Vt € T,t.m = iy{t)m} est de dimension finie. 

Le caractère de M est la fonction : 

[M] : X ^ Z , dimMj. . 

Soit une fonction / : X ^ Z. On la notera J2ueX fi'^)^'^ ■ Son support est 
l'ensemble {u £ X : /(z/) 7^ 0}. Soit 1j>o^^ le cône de X engendré On 
notera Z(X) l'anneau des fonctions / : X ^ Z dont le support est contenu 
dans une réunion finie d'ensembles de la forme — '2j>o^~^, ui G X. 

Démonstration du théorème : 

On peut supposer que la cellule C est de la forme : C = X^{x) pour 
un certain point fixe x € X'^ et un certain sous-groupe à un paramètre Ç, 
dominant et régulier [i.e. (a, C) > pour toute racine positive a) tel que 

Dans toute la suite on notera pour tout caractère z/ G X : 

:= V si {v, C) 5 ~^ si {u, Q <Q . 
Notons A G pic X le poids du faisceau (de sorte que ^ ~ -^x)- 

7.1 Cohomologie à support sur les variétés stables 

Soit / Ç {1, ...,r} tel que X/ = Ôx. On noteXj{x) la cellule X+{x)f^XI 
et di la codimension de Xj'{x) dans Xj. 

On va d'abord montrer que le g module H'^^^r A-^xlxi) n'a pas de 
sous-quotient simple de dimension finie en calculant son caractère, comme 
T— module. 

7.1.1 Calcul de caractères 

Avec les notations du lemme 16.11 on a : 
Proposition 7.2 Le T— module H'^+, ,{^x\xi) a pour caractère : 



i=i j=i 



U 

n (1- 

i = l 
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u V 

où X' := A^^^ — ^ w{ôi) — ^ w{Pj) avec Xx le. poids de la fibre ^\\x ■ 

i = l = 1 

Démonstration : D'après [Kempft prop. 11.9] {cf. aussi [TOI th. II. 3. 2]), 
on a un isomorphisme de T — modules : 

i?J+(,)(^A|x,) =^ Sym((r,.X,);)|Sym((r,X,)_)|/\'^(r,X,)„ 

(où Sym est l'algèbre symétrique et /\'^ la d— ième puissance extérieure). 
Or, d'après le lemme [6711 les poids de TxXj sont : 

-w{6i), -w{ôu), ±w{Pi), ±w{P^) 

et en particulier, ce sont des racines. Parmi ces poids, ceux de (TxXf)^ (resp. 
(TxXj)-) sont les racines positives (resp. négatives) car le sous-groupe à un 
paramètre C, est dominant. De plus, comme w G W^' et comme les Pj sont 
des racines positives de L/, les poids w{j3j) sont des racines positives. Q.e.d. 

Remarque : Puisque le g— module H'^+ .\{-^x) a un caractère et puisque 

c'est aussi un i?— module (car la cellule Xf{x) est S— invariante), c'est un 
0— module de longueur finie. 

Nous allons voir que le caractère suffit pour déterminer la multiplicité 
des g— modules simples de dimension finie dans le g— module H'^_^^ ^{^^x)■ 

Xj [x) 

7.1.2 Calcul de multiplicités à partir de caractères 

On note [/(•) l'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie. On notera Z{q) 
le centre de l'algèbre U{q). Soit n+ l'algèbre de Lie de B. 

On dit qu'un g— module M est U{n~^)—ûm si pour tout m € M, le sous- 
espace U{n~^)m est de dimension finie. On dira que M est T— diagonalisable 
s'il est la somme directe de tous ses T— espaces propres. 

Exemple : les g — S— modules sont C/(n~^)— finis et T— diagonalisables. 

Le lemme qui suit montre en particulier comment vérifier la propriété 
d'avoir un sous-quotient simple de dimension finie à partir du caractère. 

On notera, pour tout caractère A G X, L{X) le g— module simple de plus 
haut poids A et xà : Z{q) k son caractère central (on remarque que L{X) 
est de dimension finie si et seulement si A est dominant). 

Lemme 7.3 Soit M un g— module U{n^)—fini, T — diagonalisahle et avec un 
caractère [M] dans l'anneau Z(X). 

Alors pour tout caractère /i S X dominant, la multiplicité du q— module 
simple de plus haut poids /x est donnée par : 

[M:L(^)]= n (l-e-").[M](/.) 

aG<î>+ 
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(la multiplicité du poids ji dans le caractère virtuel (1 — e ").[M]J. 

Démonstration : Pour chaque caractère central x '■ Z{q) K, on note 
le sous-espace propre généralisé associé à x '■ 

M^:= ^^me M : 3k > : {kerx)^-m = o| . 
Comme M a un caractère, on a la décomposition : 

M = ©x^x 

{cf. par exemple |BGGl §8, pro. 8.6]). 

Il suffit donc de démontrer le lemme lorsque M = M^. Dans ce cas, 
M = admet une suite de Jordan-Hôlder finie : 

M = Mo 5 ... 5 Mat D A/Af+i = 

dont les sous-quotients simples sont tous de la forme : 

pour un certain A^*) G X tel que Xa(») = X (c/ [Dixmierl pro. 7.6.1]). 

Notons {Al, At} l'ensemble fini {A G X : x\ = x}- 

Pour chaque i, soit rii la multiplicité du g— module simple L{Xi) dans M. 
On a alors l'égalité de caractères : 

(3) [M] = Y. ■ 

l<i<t 

Or, les caractères des modules simples à plus haut poids s'expriment avec 
les caractères des modules de Verma : pour tout z, il existe des entiers mij 
(éventuellement négatifs) tels que : 

(4) [L(A,)] = [M(A,)] + E rn,,,[M{Xj)] . 

i<j<t 

L'ensemble {Ai,...,Aj} contient au plus un poids dominant; supposons 
par exemple que Ai est l'unique poids dominant de cet ensemble. Dans ce 
cas, Xj < Al pour tout 2 < j < t et il résulte de ([3]) et ([l]) que : 

[M]=ni[M(Ai)]+ J2 PA^i^^j)] 

pour certains entiers pj. 

Connaissant les caractères des modules de Verma, on trouve donc : 

^ ?^ie^' P2e^'' Pte^' 

n«e$+(l-e-") nae$+(l-e-") - n^g^+Cl-e-") 



17 



c-à-d : 

(5) n (1 - = nie^' + P2e^' + ...+Pte^' . 

En conséquence, ni est la multilicité de Ai dans le caractère virtuel : naG<î>+ (1~ 
e-")[M]. 

Soit maintenant /x € X un caractère dominant. 

Si Xfi = Xi alors /x € {Ai, A^} et donc /i = Ai, d'où : [M : L{fi)] = ni. 
Si X^l 7^ X) alors d'une part [M : L{fi)] = car M = et d'autre part : 
/i ^ {Al, Xt}, ce qui entraîne : 

n (l-e-").[Af](^)=0 

og<î>+ 

d'après ([5|). Q.e.d. 



7.1.3 Absence de sous-quotients-simples de dimension finie 

Nous allons appliquer le lemme [7?3l au g— module H'^J+, ■.{■^\\xi) '■ 

Proposition 7.4 Si x n'est pas dans la G— orbite fermée de X, alors le 
Q— module H'^+^^^{^x) n'a pas de sous-quotient simples de dimension finie. 

Démonstration : 

Posons M := H'^'+, AS£\\Xi )• Si M a un sous-quotient simple de dimen- 

Xj \x) 

sion finie -L(^) avec /U G X, alors forcément [i est dominant, et [x est un poids 
du caractère virtuel : 

l<i<ii l<z<u l^J^ÎJ 

ii>(5j>0 ™ii<0 ~ ~ 

Nous allons montrer que ce caractère virtuel n'a pas de poids 
dominant si f > 0. 

Notons Pi,...,Pt, avec t > ?; les racines positives du sous-groupe de Levi 
Lj. On a la décomposition suivante : 

= {wSi : 1 < i < u,wôi > 0}U{-wôi : 1 < i < u,wôi < 0}U{w(3j : 1 < J < i}. 

On a donc : 

t 
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Par conséquent les poids du caractère Hae-î'+l-'- ~ ^ ")[A'/] sont de la 
forme 

t 

V = y! — ^ rijwPj 
i=i 

U V t 

^ = l j = l j = l 

iii(5j>0 

pour certains entiers Uj > (rappelons que A^; désigne le poids de la fibre 
Posons 7 := J2^=i Pj + X]j=i ^j/^jj de sorte que : 



(6) iy = \^-Y WÔi 



iuc5,->0 



Comme w G W^' , est une somme de racines positives. Donc, si on 
suppose que u est un poids dominant, alors {v^w^) > ; cela signifie d'après 
^ que : 



(7) {i^,w-f) = iXx,w-f) - ( Y 'wôi,w-/) - {w^,w-f) > 

Mais, d'une part, on a : 



ï=i 

wS^ >0 



(8) iX^,w-f)=0. 

En effet, d'après le lemme ISTTl A^; est un caractère du groupe wPiw~^ et 7 
est une combinaison linéaire de racines de Lj. 
D'autre part, on a aussi : 

u 

(9) ( Y. wôi,wj)>0 . 

i = l 
tU(5j>0 

En effet, les Si sont les racines de Ru{Pi), c-à-d les racines positives qui 
ne sont pas racines de {Li,T), et donc si on note pi la demi-somme des 
racines positives de Lj, on trouve : 



Y wôi= Y 



wa 



0>O 
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Or, on a : 



I3>0 /3>0 

E E 

/î>0 



P + w;p=^E/^ + ïïE^/^ 

^ /3>0 ^ /3>0 

^ E + ^ E + ^ E 

P>0 I3>0 13 

uj-l/3>0 tu-l/3<0 ™-l/3>0 

= E E + ^ E /3 

/3>0 /3>0 /3<0 

™-l/3>0 ii>-l/3<0 m-l/3>0 



E 



/3>0 
m-l/3>0 



Il en résulte que 



i=i 



Mais alors, on obtient : 



«;(5i,'u;7) = (p + -ujp - 2îi;/9/,'u;7) . 

tii(5i>0 

Si /3j est une racine simple de L/, alors on a : 

{p + wp- 2wpi,wPj) = {p, wPj) + {p, Pj) - 2{pj,pj) 

= {p,wPj)-l>0 

car w(3j est une racine positive. 
Donc : 

{p + wp — 2wpi,wf3j) > 

pour toute racine simple f3j de Lj et, par conséquent, aussi pour toute 
positive Pj de Lj. 
Et finalement : 

u 

( ^ wôi,w-f) = ip + wp - 2wpi,w'y) 

ii-'c5j >0 
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V t 

= + wp- 2wpi,w(3j) + ^ nj{p + wp- 2wpL,'wPj) > 
i=i 3=1 

d'où dH). 

On déduit de ([7}, dH]) et ([9]) que si est un poids dominant, alors : 

{wj, w^) < 

i.e. : 7 = 0. Comme 7 = J2]=i Pj + Sj=i '^i/^j; on a nécessairement v = 0. 

^ ^ ^ 

En conclusion, puisque 2v est la codimension du groupe d'isotropie Gx 
dans le sous-groupe parabolique wPiw~^ {cf. le lemme [ïïTT]) . on a : G^; = 
wPjw~^ et finalement G.x est projective donc fermée ; d'où la proposition 
El Q.e.d. 



7.2 Filtrations 

Pour terminer la démonstration du théorème principal 17.11 on utilise le 
résultat suivant qui nous ramène à l'étude, faite ci-dessus, du g— module 

Théorème 7.5 ( {TIL th. 4.1]) Le g— module Hfr+^^^{^x) est de longueur 
finie et possède une filtration de sous-g — modules : 

Hx+(x)i-^x) = Mo 2 Ml 5 ... 2 Mn 2 ... 
telle que r\k>o Mk = et pour tout k > : 

Mk/Mk+i = <^+(,)(^A ^ ^xiDk)\x, ) 

où Dk € J2i=i TLD a est un diviseur de X . 

Puisque les faisceaux inversibles ® ^x{Dk) sont encore spéciaux, la 
proposition 17.41 s'applique : on en déduit que les quotients successifs de la 
filtration du théorème ci-dessus n'ont aucun sous-quotient simple de dimen- 
sion finie lorsque le point x est hors de l'orbite fermée. Il en est donc de 
même pour le g— module 

Cela achève la démonstration du théorème 17.11 
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8 Applications 

Nous allons appliquer le théorème 17. Il au problème du calcul des groupes 
de cohomologie H'^{X, ^x), d > 0, X e pic (X). 

Comme les faisceaux ^\ sont G— linéarisés sur X, tous ces groupes de 
cohomologie sont des G— modules. Donc pour chaque entier d et chaque 
poids A S pic X, on & une décomposition en somme directe de G— modules 
simples : 

H'^{X,^x)= L(^)®™aM 

fj, dominant 

où mfdj.) G Z>o est la multiplicité du module simple L{fi) dans le G— module 
H''{X,^x)- 



8.1 Suite spectrale de Grothendieck-Cousin 

Pour estimer les entiers mf{fi), on dispose d'une suite spectrale qui fait in- 
tervenir des groupes de cohomologie à support dans des cellules de Bialynicki- 
Birula de X. 

Fixons une décomposition cellulaire de X : 

N 
1=0 

c-à-d que l'on note xo,...,xiy les points fixes de T dans X, que l'on choisit 
un sous-groupe à un paramètre C de T tel que X''^^*^ = X'^ et que l'on pose 
Xf := X^{xi) la cellule de Bialynicki-Birula centrée en Xi. On supposera 
de plus que C est dominant et régulier i.e. : 

Va G $+,(a,C) > . 

D'après |Bialynicki-76 th. 3], il existe une suite décroissante de sous- 
espaces fermés de X : 

X = Zo 5 ... 5 Zjv 2 Zn+i = 

telle que pour chaque i, Zi \ Zj+i = X^ (quitte à renuméroter les points 
fixes Xi). 

D'après |Kempf| , on a alors une suite spectrale de g— modules qui converge : 
(10) Ef''^ = Ff/(^A) ^ HP+'^iX, . 

Les termes initiaux sont seulement des g— modules mais les termes finaux 
sont des G— modules, c-à-d des sommes directes de g— modules de dimension 
finie. 
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A priori cette suite spectrale ne dégénère pas mais on peut la simplifier, 
en effet, tous les termes E^''^ tels que p + q ^ codimx(-^j^) sont nuls. D'un 
autre côté, grâce au théorème 17.11 une autre simplification est possible : on 
va pouvoir ne tenir compte que des Ef''^ tels que le point fixe Xp est dans 
l'orbite fermée. En effet, les autres termes Ef'"^ n'ont pas de G— modules 
parmi leurs sous-quotients simples. 

En ce qui concerne les caractères de T, on utilisera les notations sui- 
vantes : pour tout G X, il existe au plus un w £ W tel que 'w{fi + p) — p 
soit dominant ; dans ce cas, on note : 

p^ := w{p + p) - pet l{p) := l{w) = | {a G <î>+ : {p + p, a^) < 0} | . 

8.2 Caractéristique d'Euler-Poincaré 

Si V est un G— module rationnel, on note cliV) la classe des G— modules 
isomorphes à V. Le groupe de Grothendieck des G— modules rationnels, noté 
K{G), est le groupe commutatif défini par les générateurs : cliV) et par les 
relations : cliV) = c\{y') + c\iy") pour chaque suite exacte courte — > F' — > 
V —>■ V" de G— modules. Pour tout G— module V , on note \y\ l'image de V 
dans K{G). 

Pour tout A G pic X, notons x{^-,-^\) l'élément 

d>0 

de K{G) ; c'est la caractéristique d'Euler-Poincaré globale du faisceau inver- 
sible 

Pour tout A G pic X et tout p & X dominant, notons : 
Xa(m):=E(-1)M(/^) , 

c'est la multiplicité selon [-^^(^)] du G— module virtuel xi^^-^x)- 

Théorème 8.1 Pour tout 1 < i < l, soit pi := . Pour toute partie J 

de {1, r}, soient : 

r r 

Rj ■■= X! ^>oâi + X! ^<o"i 

i=l 1=1 

r r 

i=l 1 = 1 

Si A est un poids spécial de pic (X), alors on a : 

—\ / ^,j_p régulier 
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où dans la deuxième somme, v décrit l'ensemble de caractères X + Rj DQj. 
Autrement dit, pour tout poids dominant ;U € X ; 

JÇ{l,...,r} f 

OÙ cette fois, v décrit V ensemble fini de caractères A + Rj H 17 j H VF * /z. 

Remarque : Sur les figures ll|2l et [Sj on a représenté les ensembles j 
et Rj dans le cas de la compactification magnifique de l'espace homogène 
Sp2„/Sp4 X Sp2„_4, n > 4 (c/. §8.41 pour les notations). 

Démonstration : Pour calculer la caractéristique d'Euler-Poincaré glo- 
bale des faisceaux on a seulement besoin des premiers termes de la suite 
spectrale (fTUl) . 

On veut calculer : 

XA(/^) = E(-l)'[^'(^'-^A):i(/x)] . 
D'après (|TU]l . on a : 

= E(-1)'E[^x+(-^a):M/x)] 

d>0 p>0 

(rappelons que les cellules X+ sont définies par un sous-groupe à un 
paramètre C, dominant et régulier, cf. §8.11) . 

Or, d'après le théorème principal 17.11 si la cellule n'est pas centrée 
en un point de l'orbite fermée, alors la multiplicité \îî\.j^{^^)\) : est 

nulle. Donc, si l'on note la cellule de Bialynicki-Birula centrée en le point 
wQ/Q, on trouve : 

xa(/^) = E(-i)' E [h'^a^x) : m] 

(Rappelons que les points fixes de l'orbite fermée F = G/Q sont paramé- 
trés par W'^ , l'ensemble des représentants de longueur minimale de W/Wq). 
D'un autre côté, le groupe de cohomologie à support H't+{Ji'x) est nul si 

d / codimx^^ et si d = coàïmxX^ on a d'après [Tll pro. 4.6 et th. 4.4] : 
(11) [i?^+(^)A):i(/^)] 

r r 

1 s\w"^{^ + p)^\ + p+ E S>oâi + E ^<oài 

) i—l i—l 

— X+CDi X+gDi 

sinon. 
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Or, pour chaque cellule et chaque diviseur Di, le tore T agit sur la 
fibre Ox{Di) wQ/q via le caractère wÇoi). On obtient donc les équivalences 
suivantes : 

X+ ÇDi^{w{ai),C) <0 
X+ <^D,^ {w{ai,),C) >0 . 
De plus, comme X^ n 01=1 Di = BwQ/Q, on a : 

(12) codimxX+ = |{1 < i < r : {w{ài),C) < 0}| + l{w) . 

Posons Ju, := {1 < i < r : {w{(Xi),() < 0} + l{w)}. On déduit de ce qui 
précède que : 

XA(/i) = E(-i)'^"^""'"' 

w 

OÙ w décrit l'ensemble, que nous noterons W\^^, des éléments w de W tels 
que : 



w 



1=1 1=1 



Si on admet le lemme suivant : 

Lemme 8.2 Pour tout poids spécial A tel que X + p est régulier et pour tout 
a G Al : 

{wx{à), C) <0 <^ {X + p,à) <0 . 
alors on remarque que l'application 

Wx,^, — > {( J, 1^) : {1, r}, ueX + Rj n n VF * /i} 
w I — > {J,w-'^{p + p) - p) 

est une bijection. D'où les formules de l'énoncé. 
Démontrons maintenant le lemme 18.21 : 

L'équivalence àjiémontrer n'est pas immédiate car a priori, wx{â) n'est 
pas un élément de <î>i. Néanmoins, on va montrer que wx{â) est une somme 
de 2 racines positives ou de 2 racines négatives. 

Pour cela, on vérifie qu'il existe des entiers ns > 0,6 G Aq tels que : 

(13) a' ■.= a+ Y. nsô € et + (p,^(a')^)l < 1 ■ 

<5eAo 

Il suffit, en effet, de traiter le cas où X est de rang 1 avec = {±5}. 
Cela fait seulement huit possibilités ; dans le tableau suivant, chaque variété 
symétrique complète est représentée par le diagramme de Satake de l'espace 
homogène G/ H (c'est le diagramme de Dynkyn de G où les sommets cor- 
respondant aux éléments de Aq sont noircis et où les racines simples «j et 
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—9{ai) distinctes sont reliées par^). Pour chaque exemple, on donne 9{a) 
et une racine a' qui vérifie (fTÏÏl) : 



X 


e 

a' 


ai 
o 


-0{ai)=ai 
a'=ai 


ai ^ a-2 
o o 


9{ai)=a2 
a'=ai 


ai «2 as 
• o • 


—9{a2)=ai+a2+a3 
a' =ai-\-a2 


«1 a2 «n-l ^ an > 2 


-e{ai)=ai+2j2t2'^i 


a„_i 
• 

ai «2 a„_2 ,T > /l 
o • • IL ^ ^ 

^^^^^^^ an 
• 


-e(ai)=ai+2^"^2 ai+a„_i+a„ 

"'=Er=i °» 


ai ■ 02 ■ Ctn n > 

O • • O ^ O 


-e(ai)=)_;;'^2"« 
"' = > .,-1 


ai a2 a-i a„_i », > o 
• o • • < • IL ^ ^ 


-6»(a2)=ai+a2+2^"_g ai+a„ 


ai a2 as a4 
• • > • 


— 6'(a4)=ai+2a2+3a3+a4 
a'=ai+a2+a3+a4 



On choisit donc a' qui vérifie ([T3]) : on a alors a = a' et ^^(a) = 

«;A(a')-«^A(^ («'))• 

Or, comme le caractère w\{X + p) est dominant régulier et comme 0{X) = 

—A, on a les équivalences suivantes : 

wx{a') G ^+ ^ K(A + p), u;A(a')^) > 
^(A,a'^) + (p,a'^) >0 

et : 

-wx{e{a')) G ^ (A + p, -^la')"^) > 

^ {x,-e{a'y) + {p,-e{a')'')>o 

Mais puisque, le poids A + p est entier et régulier, les nombres 

(A,a'^) + (p,a'^) et (A,q'^) - {p,e{ay) 

sont des entiers non nuls, dont la différence est en valeur absolue inférieure 
ou égale à 1, d'après (fT3l) . Ce sont donc des entiers de mêmes signes. 
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Comme le sous-groupe à un paramètre ( est dominant régulier, on peut 
conclure : 

{wx{à), wx{a') et wx{-9{a')) £ 

^{X + p, a'^) et (A + p - e{ay) > 
^ {X + p, a) et (A + p, -9{a)) > 
<^ (A + p, à') > 
^ {X + p,à) > . 

Q.e.d. 

Remarque : En particulier, les codimensions des cellules de Bialynicki- 
Birula qui interviennent dans le calcul de la caractéristique d'Euler-Poincaré 
sont indépendantes du sous-groupe à un paramètre C choisi. 

8.3 Estimée des multiplicités 

Pour deux G— modules Vi,V2 de dimension finie, la notation Vi < V2 
signifiera que pour tout caractère dominant p : 

[^1 : Lip)] < [V2 : L{p)] . 

On obtient grâce à la suite spectrale (fTU]l et avec les notations du théo- 
rème EU] la majoration suivante des multiplicités m'^{p) : 

Théorème 8.3 Pour tout poids spécial X G pic {X) et pour tout entier d : 
(14) H\X,^x)< 

JÇ{l,...,r} -^ex+Rjnnj 
f+P régulier 

l(iy)+\J\=d 

Remarque : Lorsque X est de rang minimal, i. e. lorsque r = rg {G) — 
rg(iî), cette inégalité est une égalité {cf. |T2l th. 3.1]). Nous donnerons dans 
la section suivante un exemple, qui n'est pas de rang minimal, pour lequel on 
peut aussi démontrer l'égalité. En revanche, nous verrons que cette inégalité 
peut devenir stricte dans le cas de la variété des coniques complètes {cf. le 
théorème 18. 6|) . 

Démonstration : On déduit de ([TU]) que pour tout poids dominant p : 
[H\X,^x):L{p)]< y: [Er--L{p)] 

p-\-q — d 

< y: [h'^a-^x) ■■ L{p)] ■ 

p+q — d 
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Or, d'après le théorème ÏÏH la multiplicité [i/^+(^A) : Hfi)] est nulle 

si la cellule X+ n'est pas centrée en un point de l'orbite fermée F ~ G/Q. 
Donc : 

L'inégalité de l'énoncé résulte alors de (fTT]l et du lemme [8?2l Q.e.d. 

On déduit de ce théorème le résultat d'annulation suivant : 
Corollaire 8.3.1 Pour tout poids spécial A G pic (X), H^{X,J^'\) = 0. 

Remarque : En particulier, si X est une variété symétrique complète 
non exceptionnelle (i.e. si tous les poids de pic X sont spéciaux ) alors, 
pour tout faisceau invercible ^ sur X, on a : H^{X,^) = 0. C'est le cas 
par exemple pour la variété des quadriques complètes, la compactification 
magnifique de PGLn/ PSOn- 

Démonstration du corollaire : Soient J Ç {1, ...,r} et u ^ X+RjdQj 
tel que u + p est régulier. 

Nous allons montrer que l{u) + \ J\ ne vaut jamais 1 : 

Remarquons que : 

u e X + Rj ^ 9{v) = -V . 

On en déduit : 

(15) ^ V5 e Ao, {y,S^) = . 
On a : 

J = {\<i<r : (z^ + p, 5^) < 0} et l{y) = \{a G : {u + p,a) < 0}| . 

Donc : I J| < K'^)- Mais alors : 

/(zy) + I J| = 1 ^ 1 J| = et /(i/) = 1 . 

Nous allons voir que dans ce cas, on a en fait l{i') > 2 : absurde. 
D'une part, il existe un unique a G A tel que U)jy(a) G $~ i.e. : {v + 
p,a^) < ou encore : 

(16) (i/,a^) + K0 

(en particulier, a G Ai). 

D'autre part, comme \J\ = 0, on a : {u + p,â) > et donc {u + 
p, —9{aY) > 0. Par conséquent : 

{p,-9{ar)>-{u,-e{ay) 

(p,-0(a)^) > -{ly^a"") > 1 . 
On est donc sous l'hypothèse du lemme suivant : 
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Lemme 8.4 Soit a G Ai tel que {p, — 0(a)^) > 2. Alors il existe ô G Aq tel 
que : 

a + (5 G {p, {a + 6^) = 1 ou 2, {a + 6,a + ô) = {a, a) . 
Avec (fT5]l et ([Tïï]) . ce lemme permet de conclure : 

{i^ + p, (a + (5)^) < {u, (a + 5)^) + 2 

<2^^^1^±^ + 2 
{a + 6, a + ô) 

(v, a) 
[a + d,a + à) 

< (i/,a^) + 2 < 

^{ly + p, (a + (5)^) < 

car v + p est régulier ; et donc, > 2. 
Il reste à démontrer le lemme 18.41 : 

il suffit de traiter les 6 cas où X est de rang 1 et où Aq / 0. On le fait 
dans le tableau suivant en donnant pour chaque exemple, une racine a + 6 
qui vérifie l'énoncé du lemme : 



X 


a 


a + ô 


{p,{a + ôr) 


ai ct'z «3 
• • 


«2 


ai + 02 


2 


ai a2 an-i '^n „ Q 

• • • Il ^ 


ai 


ai + Q2 


2 


an-l 

m 

ai «2 an-2 n > â 

^^"^^^ an 
• 


ai 


ai + 02 


2 


ai ^ — ■ 02 «,7-2" ■ ^ Qji ri "> 
• • "■ ^ 


ai ou a-a 


«1 + «2 ou ttn-l + «n 


2 


Ql «2 03 an-l a,i ri '> '\ 
• • • < • Il ^ 




ai + Q2 


2 


ai a2 CK3 CK4 
• • > • 


a4 


«3 + «4 


1 



Q.e.d. 



Remarque : Plus généralement, si d n'est pas de la forme l{i') + \Ju\, 
pour un poids spécial z/ (on note J^y l'ensemble {1 < -i < r : {h> + p,âi) < 0}), 
alors H'^{X,^\) = pour tout poids spécial A de pic X. 
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8.4 Cas d'égalité 

En général, le tliéorème l7.1l ne suffit pas pour améliorer les inégalités (fT4l) . 
Néanmoins, nous allons voir un exemple de variété symétrique complète X 
pour lequel ce théorème 17.11 permet de transformer en égalités les inégalités 
([HI et donc de déterminer tous les groupes de cohomologie de tous les fibrés 
en droites sur X. 

Cet exemple sera la compactification magnifique de l'espace symétrique 
Sp2n/ Spi X 5p2n-4, pour n > 4. Cet espace symétrique est appelé C^'^ dans 
|Loosl tab. 8] et son diagramme de Satake est : 



(17) 



ai 



«2 
O 



«4 
■ O ■ 



Il se trouve en effet que pour cet exemple de variété symétrique complète 
X on a une décomposition cellulaire qui « s'adapte bien » à l'étude de la 
suite spectrale de Grothendieck- Cousin. 
Fixons d'abord quelques notations : 
/ 



Soient J la matrice 





-h 



In 







et Jo la matrice diagonale : 



-h 



\ 



'n-2 



n~2 / 



(où Ip est la matrice identité de taille p x p). 

Le groupe G sera dorénavant le groupe 5p2n(k) i.e. le sous-groupe des 
matrices g G GL2n(k) telles que : *^gJg = J. 

L'automorphisme 6 : G ^ G, g ^ JogJo est une involution dont le 
groupe des points fixes vérifie : G^ ~ Sp4 x Sp2n-4- Nous noterons X la 
compactification magnifique de G/G^ . C'est une variété symétrique complète 
de rang 2. En particulier, X n'est pas de rang minimal car rangG — rangG^ = 
0; le résultat que nous énonçons ci-dessous {cf. le théorème 18. Sh n'est donc 
pas contenu dans [T2| . 

On choisit ^>o, $i, ... comme dans la section [21 

On a : 



Al = {«2,04} 



^(«2) 



-ai — «2 ~ ces 
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-2q3 — «4 si re = 4 

-as — 04 — 2q!5 — ... — 2a„_i — «n si n > 5 



(la numérotation des racines est donnée par le diagramme (fTTl) ). On a 
donc : pic X = Za;2 © litOi. 



Théorème 8.5 SoitX la compactification magnifique de l'espace symétrique 
Sp2n/ Spi X Sp2n-A, n > 4. Pour tout faisceau inversible ^\ sur X , de poids 
A € 'EuJ2 + 2(^4, on a : 



H\X,^^)= L(^+) 

JÇ{2,4} i^eA+fijnQj 
l'+P régulier 

l(v)+\J\=d 

(les notations sont celles du théorème \8.1]) . 
Plus concrètement : 



H\X,^x) = Q 

sid^ {0, 5, An - 12, An - 8, 4n - 4, 8n - 21, 8n - 16} 

et si d = 0, 5, 4n - 12, An - 8, 4n - 4, 8n - 21 ou 8n - 16 alors : 

H\X,^,)= L(^+) 
pour /es ensembles de poids Ef qui sont donnés dans le tableau suivant : 



d 


Ei 





{xuJ2 + yuJA : X, y > 0} n A + Z<oâ2 + Z<o54 


5 


{xuj2 + yoJi ■ X < -A, X + y > -2} n A + Z>o52 + Z<o54 


An — 


12 


{xuJ2 + yoJi : y < -2n + 5, x + 2y > -2n + 5} n A + Z<o5i + Z>o54 


An - 


- 8 


{2:^2+2/1^4 : — 2y— 2n-|-5<x<— î/— 2n-|-3}nA-|-Z>o02+S<oo:4 
U{xi.J2+î/i.^4 : -?/-2<x<-2i/-2n-|-l}nA+Z<oâ2+Z>oÔ4 


An - 


-4 


{xu;2 + yoJi : y > 0, X + 2y < — 2n + 1} n A + Z>o52 + 'E<q(m 


8n- 


21 


{xijj2 + yw4 : X > 0, X + y < — 2n + 3} n A + Z<ocè2 + Z>o54 


8n- 


16 


{xu;2 + yo^i ■ X < -4, y < -2n + 5} n A + Z>o52 + S>oâ4 



remarques : i) la dimension de X est 8n — 16 ; 
ii) si on pose pour tout d > et tout J Ç {2, 4} : 

Qj := {u £ Q,j : v + p régulier et l{v) + | J| = d} 
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alors on a : 

Ei= U njnx + Rj . 

^Ç{2,4} 

On a représenté les ensembles dans le cas où n = 4 sur la figure Hl 
Démonstration : Soit un faisceau inversible sur X, de poids A G 
pic X, tel que : H'^{X, / 0. D'après le théorème 18.31 il existe alors 
un poids v G pic X tel que : + p est régulier et + \Jv\ = d (où 
= \{a e^t ■ W + P, < 0}| et = {i G {2, 4} : (i/ + p, ai) < 0}). 
Or, on a : 

^1=1 Ofc : î = 1, 2 et i > 3 ou i = 3, 4 et j > 5 > 

[i<k<j J 

U< ^ ak + 2 ^ Uk + an : i = 1,2, 3, A et i < j < n\ 

[^i<:k<j j<k<n \ 

u|2 ^ ak + an : i = l,2,3,4l . 

[ i<k<n J 

Pour un poids v = xuj2 + U^i S pic X, x,y G TL, lorsque a décrit 
l'ensemble <1>^, voici les valeurs prises par (y + p,a'^) : 



a G 


{u + p, a^) 


i<k<j 


< 


X + J — i si i = 1, 2 et j = 3, 4 

x + y+ j— i si i = 1,2 et 5 < j < n 

y + j — i si i = 3,4 et 5<j < n 


Y «fc + 2 ^ «fc + «n 

i<k<j j<k<n 


< 


2x + 2y + 2n - 1 si i = 1, i = 2 

x + 2y + 2n + 2 - î - j si i = 1, 2 et j = 3, 4 

2y + 2n — 5 si z = 3 et J = 4 

2; + î/ + 2n + 2 — i — jsii = 1,2 et 5 < j < n 

y + 2n + 2 — î — J si 2 = 3, 4 et 5 < j < n 


2 ^ afc + an 

i<k<n 


< 


x + + n + l — zsiz = 1,2 
+ l — zsiz = 3,4 



Tab. 1 - 
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On déduit de ce tableau que le poids 1^ + p est régulier (i.e. ■.{v + a^) 7^ 
0)) si et seulement si les quatre conditions suivantes sont vérifiées : 

X / -1,-2,-3 

y -l,-2,...,-2n + 6 

< 

X + y / -3, -4, -2n + 4 

x + 2y / -2n + 4, -2n + 3, -2n + 2 . 

Puisque de plus : 

5 

(18) {v + p, 02) = c„(x + 2) et (z^ + p, 04) = c^(y + n - -) 

(pour des constantes Cn,c'^ > 0), on obtient que d = /(z^) + |Jjy| ne peut 
prendre que les valeurs 0, 5, 4n — 12, 4n — 8, 4?7- — 4, 8n — 21, 8n — 16 comme 
dans l'énoncé. 

Pour terminer la démonstration, il reste à vérifier que la « composante 
finie » de la suite spectrale : 

dégénère i.e. : 

(19) [E?''^ : L(/.)] = [i^f" : L(^)] 

pour tout poids dominant p, et pour tous g € Z et tout r > 1. 
On aura alors : 

[H^{X,^,):L{p)]= y: [EÏ'':L{p)] . 

p+q — d 

Fixons un poids dominant p. 

Nous allons montrer 0^ par récurrence sur r. 

On suppose donc que [E^''^ : L{p)] = [Ef'"^ : L{p)] et on considère les 
morphismes de g— modules de la suite spectrale : 

Puisque -Ef+i = ker d^'''/Im d^"''''^"*'''"^, il s'agit de démontrer que pour 
tous p,q £ 1j, le g— module Im {df.''^) est de multiplicité nulle selon L{p). 
Raisonnons par l'absurde : supposons que : 

(20) [Im : L{p)] / . 
On a alors : 

[EP'" : L{p)] / et [EP+''i-^+^ : L{p)] + . 
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Comme E^'"^ est un sous-quotient de -E'f''', on a donc aussi : 

En conséquence, d'une part, la cellule X+ est de codimension p + q et 
d'autre part, est centrée en un point de l'orbite fermée F de X de la 
forme Xp = w^Q/Q pour un certain poids u € pic X (d'après le théorème 
IT.ll et (fTTI) ). D'où : p + q = + \ Ju\ avec u E pic X ; en particulier : 

(21) p + g = 0, 5, 4n - 12, 4n - 8, 4n - 4 ou 8n - 16 . 

De même, la cellule X^j^^ est centrée en un point Xp+r- = WytQ/Q pour 
un certain poids u' € pic X et on aurait : 

(22) p + ç + 1 = 0, 5, 4n - 12, 4n - 8, 4n - 4 ou 8n - 16 . 

Il résulte alors de ([2T]) et ([22]) que 1 = a — 6 pour certains a, 6 G {0, 5, 4n — 
12, 4n — 8, 4n — 4, 8n — 16} : cela est impossible si n > 5. 

Il reste donc à traiter le cas de la compactification magnifique de Sps/Sp^x 
Spi i.e. le cas où n = 4. 

Dans ce cas, il se peut que (fÏÏTIl et ([22]) soient vérifiées, on a donc besoin 
d'un argument supplémentaire pour conclure. Les seuls cas possibles sont : 

fp + g = 4n-12 = 4 |p + g = 8n-21 = ll 

(*) < et (**) < 

\ p + q + l = 5 lp + g+ l = 4n-4=12. 

Ces deux cas se traitent de la même façon ; on va par exemple supposer 
(*), c'est-à-dire que : /(z^) -|- \ Ju\ = p + q = 4: et + \ Jyi\ = 5. 
Comme n = 4, le tableau 1 devient : 





iy + p, a^) 


i<k<j 


X -|- j — î si z = 1, 2 et j = 3, 4 






2x + 2y + ls\i = l,j = 2 


i<k<j j<k<i 


< 


X -F 2y -MO - i - j si z = 1, 2 et j = 3, 4 
2y -|- 3 si i = 3 et j = 4 


i<k<A 


1 X + y + h — i s\ i = 
y -|- 5 — i si i = 3, 4 



On a : l{u) + \Ji,\ = 4 =^ \ J^\ = 1. Mais alors, d'après ([T8]l . on a forcément : 
Ju = {<m\- De même, lif') + \ Jv' \ = 5 ^ J^i = {Si}. 
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En particulier, en posant D := D 



CDet X+ nDC X+ . 



'-p+r 



p+r 



Soit Jd le faisceau d'idéaux définissant le diviseur D (c'est un faisceau 
inversible). Le morphisme ^(8>Jd ^ ^ induit un morphisme entre les suites 
spectrales associées à ^ ® et à On a donc le diagramme commutatif 
de 0— modules suivant : 



p-\-r,q — r-\- 1 



D'un autre côté, la suite exacte courte 

^ JfA ® ^ ^ ^aId ^ 

induit une longue suite exacte : 



Si 



X+QD , 



la cellule X+ est de codimension 3 dans D et H^+{^x\d) = 0. Le mor- 
phisme : 

Ht.+ {^x ® Jd) = ® Jd) ^ i?r(^A) = <+(^a) 



est donc surjectif. 

Cela n'entraînerait pas forcément que le morphisme a^''^ du diagramme 
précédent soit surjectif mais puisque, par hypothèse de récurrence, 

[En^) : m] = [E^iJ^) : L(/.)] 

pour tout faisceau inversible ^ sur X, on a néanmoins : 

[Ima^ :L(/.)] = [Kî?''?:L(/i)] 

d'où : 

[Im : L(/i)] = [Im o a) : L(^)] . 

En conséquence : 

[Im «'^) : L{^,)] = [Im («r'^''-^^' ° <'2,) ^ ^(/^)] 
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En raisonnant de même à partir du diagramme commutatif : 



■n~l\ 
D ) 



on obtient que : 



[Im : L(m)] < [/?^+ (^A C5 J?,) : L(m)] 



p+r 



pour tout n > 1. 

Or, si D n Xp_^_J, C X^^, on a : 



p+r 



On a donc : [Im {(1^''^) : L{fi)] = ; d'où la contradiction {cf. (f2Ul 



Q.e.d. 



8.5 Cas de la variété des coniques complètes 

Nous allons démontrer le résultat suivant : 

Théorème 8.6 Soient Ri := 2Z>oai — 2Z>oo;2 et R2 ■= — 2Z>o(q:i + 
2Z>oQ:2. On note si, S2 les réflexions simples s^i et s^^ et p = ai + 02- 

Pour tout X € 2'EuJi + TLlo2, on a : 

i) 

ifO(ë,ifA)= L(/x)etiï5(ë,ifA)= L{p) 



^GA-2S>oai-2S>oa2 
(1 dominant 



/A dominant 











fj. dominant 
M+pGsi(A+p+iîi)\(s2Si)(^+P+-Rl) 



/j, dominant 
M+p6s2(A+p+iÎ2)\(siS2){^+P+«2) 



H^{e,^x) 







L(/i) 







dominant 
M6(s2fl){A+p+iîi)\si(A+p+iîi) 



fj. dominant 
m6{siS2)(^+P+«2)\s2(^+P+-R2) 
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Démonstration : 

On va montrer iii). On traite le cas de H'^{Q,^x) : 

Nous verrons d'abord que si n + p G si{X + p + Ri) \ {s2Si){X + p + Ri) ou 
si /i € S2(A + p + R2) \ (siS2)(A + p + R2) alors L{p) apparaît dans la décom- 
position de i/^(S, ^\) avec la multiplicité 1 puis que H^{Q, ^\) : L{p) = 
dans tous les autres cas. 

Remarquons que si p + p G si{X + p + +Ri), il existe m,n ^ Z tels que : 

p = si{X + p + 2mai + 2na2) — p 

= A + (2m — (A, a{) — \)a\ + 2na2 . 

Or, A G pic (ë) = 27LuJx + 2ZcJ2 donc (A, a\) G 2Z. Donc ^ G A + (2Z + 
l)ai + 2Za2. 

De même, si + p G S2(A + p + -R2) ou si ;U + p G (siS2)(A + p + -R2), on 
a/xG A + 2Zai + (2Z + l)a2. 
En particulier, on a : 

(*) Si(A + p+iîi)nS2(A + piÎ2) = si(A + p + iîi)n(siS2)(A + p + iÎ2) = . 

1ère étape : Si /i + p G si(A + p + -Ri) \ (s2Si)(A + p + iÎ2), alors 
F2(ë,ifA) :i(p)] = 1. 

On se donne une décomposition de S en cellules de Bialynicki-Birula : 



U ê 



On a une suite spectrale convergente :£'f''^ ^ }î"^^^(Ç,^J£\) pour une cer- 
taine numérotation xi, X2, ... des points fixes x G C et où ^^f''^ = HE.'1'^{^\). 

Soit po 1 tel que Xp^ = siz. Comme X+ Ç Da^ et X+ ^ ^«2) ^ d'après 
[m pro. 4.6 et th. 4.4] : 



^po,2-po . 



:L{p) 



En revanche, si p 7^ on a pour tout r > : 

'e^,^^-^ : L{p)] < \Ef''-^ : L{p) 







En effet, sinon, d'une part on aurait d'après le théorème lT.ll a^p de la forme 
Xp = wz pour un certain w G tel que codim^C^ = 2 et donc Xp = s^z (car 
Xp 7^ = s\z). Mais d'autre part, on aurait aussi p + p Çi S2{X + p + R2) 
ce qui est impossible d'après (*). 

On en déduit que [H^(Q,^x) ■ L{p)] = [EP^''^-p° : L{p)]. 



37 



Or, si r > 1, 



Mais d'une part 



,po,2-po _ ker(i?PO-2-po ^ ^po+.,3-po-r) 



Im {El 



car si la cellule C!^ _ est de codimension 1, Xp^^r F ; d'autre part, on a 



'-PO 



aussi 



+r,3-po+f . 



L(^)] = (^,) : L(^)] = 



car si Xp^+r est de la forme Xp^+r = w'z pour un certain w G W , et si la 
cellule correspondante est de codimension 3, on a î/; = siS2 ou S2S1 et 
^ + p(^w{\ + p + R^) {cf. (*)). 
On en déduit que : 

'eP,XI-p° : L(/i)] = : L(^) 

pour tout r > 1 et donc que : 

'H\ë,^>:):L{p)\ = \E^^^^-^^:L{p) 



'eP^'^-P" : L{fi) 



De la même façon, on montre que si p + p G S2{X + p + R2) \ (siS2)(A + 
P + R2), [H\ë,^x):L{p)] = l. 

2ême étape Si par exempl^ p, G (s2Si)(A + p + Ri) Ci si{X + p + Ri), 
alors [H^{ë,^x) ■ L{p)] =0. 

Pour le démontrer, on choisit la décomposition cellulaire de Bialynicki- 
Birula de S donnée par le sous-groupe à un paramètre : 



/ ^3 



1/ : k* 



T, z 










Pour ce sous-groupe à un paramètre, on a : C = |Jp=o ^p avec en parti- 
culier, 65+ = ë+ etë+=ë+^,^. 



*Cela peut arriver, e.g. : /i := 012, \ 



-lAuJi + 8ijJ2 
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On sait déjà que : 



11 



p=0 



pour tout r > 1. Or, comme les seuls points fixes Xp € G tels que Xp ^ F 
et Cp soit de codimension 2 dans G sont siz et S2Z et comme ^ + p ^ 
S2(A + p + -R2) {cf. (*)), on a forcément : 



7^0 



siz =^ p = 5 . 



Ainsi, pour tout r > 1, \H'^{e,Sfx) ■ Hn)] < [E^~^ : L{p)]. 



On va montrer que 
Puisque 

E. 



0. 



5,-3 



],er{El'-' El'-' 



il suffit de vérifier que ker d^' ' : L{fi) 
Or, est le morptiisme 



(^a) 

+ 



induit par la décomposition C^^ = S^^si Ll Qgi \ ^52*1 °^ ^52^1 fermé dans 

Pour tout Q module M et tout caractère central x ■ -^(fl) ~^ k (^(g) est 
le centre de l'algèbre enveloppante de g) rappelons que : 

:= {771 G M : 3 7i > 0, (ker^)"™ = 0} 

est l'espace-propre généralisé associé à x- 

On note encore x^i le caractère central par lequel Z{q) agit sur L{n) et : 

M[fj] := {m G M-^^ : yteT,t.m = fi{t)m} 

le T— espace-propre de M^^ de poids n. 

On va utiliser que [M : L{fi)] = dimkM[/i] pour tout g — S— module. 
On sait que H1+ {^x)[fj] est de dimension 1 autrement dit : 
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pour un certain élément non nul de Hl+ (-2a)- 
On a donc ker((i^'~^)[/x] = k/^ ou 0. 

Or, on peut déterminer et montrer que ^ {cf. les annexes). 



On a donc ker((i^' ^)[/i] = d'où : kerd°' : L{fi) 



75,-3 . 



0. 



De même, si /U + p G S2{X + p + R2) H (siS2)(A + p + iÎ2), on peut montrer 
que [H^ë,^x):L{fi)]=0. 

Enfin, si /x + p si(A + p + i?i) U S2{X + p + R2), on a 

[H\ê,^,) : m] < [H^^ (^,) : L(^)] + [HI. (^,) : L{p)] = . 



Le cas de H^{Q,^x) se démontre avec les mêmes arguments. 
Voici une conséquence du théorème 18.61 : 

Corollaire 8.6.1 Soient Ai, A2 G Z et A := 2Aicji + 2A2CJ2 e pic (S). On 
a : 

Al + 2A2 > 



ii'0(e,^A)/o^ 



2Ai + A2 > 



Al + 3 < 




Al + A2 + 1 > 



, Al - 1 > A2 - 1 > 

H\e,^x) 7^0^ { ~ ou { 

Al + A2 + 3 < Al + A2 + 3 < 



H''{e,^x)^0^ 
{cf. la figure ESI) 



Al + 2A2 + 6 < 
2Ai + A2 + 6 < 



Par exemple, si A = 12a;i - 6uj2, H^{Q,^x) et H^{Q,^x) sont non nuls. 
Mais, pour tout A G pic ë, on a H^{ë,^x) ou H^{ë,^x) = 0. 



Annexes 

Calcul de [ker{Hl+ {^x) ■ L{ii)] : 

Notons 53 l'espace des matrices symétriques 3 x 3 à coefficients dans k 
et vr : ^3 \ {0} x 53 \ {0} F(53) x F(53) la surjection standard. 
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Si A = 2Aia;i + 2X2^)2 € pic S, (Ai, A2 € Z), alors : 
-^A = 0F(53)(Al)»0p(53)(A2)|ë • 

Donc, pour tout ouvert V de S, ^\{y) est l'espace des fonctions / régulières 
sur 7r~^V telles que : 

V s, s' G k, V Q, Q' € S3, /(sQ, s'QO = s^'s'^^fiQ, Q') . 

Nous allons introduire certaines fonctions rationnelles Xi^Yi sur S. Pour 
cela rappelons la description de la cellule ouverte de S associée au sous- 
groupe à un paramètre : 



u : k* 



T, z 



( 



\ 



z^ 











z'^ 











-v-2 



\ 



I 



Pour tout z € k* et pour tout ([Q], [Q']) € C, on a 



2-'Qi,2 ^-^Qi,3 



Q'iA ^ Q'i 



v2n' 



'1,2 



'1,3 



z~^Q' 



2,3 



Puisque l'on a : 





/ 


1 



















z = 


























v 



















1 



la cellule ouverte Qq est définie par : 

ëo^ = {([Q],[Q'])eë : Q^^,^0,Q',,^0} . 
Cette cellule ouverte est isomorphe à l'espace affine : 



l<î<5 



^ 1 Xi 

1 X2 

1 



1 
X4 




x^x^ 

X5 

1 



zQ'i 3 

^ ^Q2,3 
Z ^^3.3 
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Pour chaque 1 < i < 5, on définit alors Xi (respectivement Yi) comme 
une fonction régulière sur l'ouvert siQq (respectivement S2SiQ^) par : 



Kl 

Xi-. Si- 

\\ 

(respectivement 



Xi X3 
1 X2 

1 



Yi ■ (s2Si)- 



vv 



1 


yi 


2/3 





1 


2/2 








1 


on 


a : 





1 

0X4 

2:4X5 

1 

2/4 

y4y5 



X4X5 






















1 



2/42/5 











2/5 











1 



SlZ 



S2S1Z 


























1 



























^ 





1 




































1 











1 














les cellules et ^ sont données par : 



1,1 =Ql,2 = Ql,3 = 0,^2,2 7^0, 



([Q],[Q'])ee 

Ql,l = Ql,2 = Ql,3 = Q2,2 



Xi 



32,3 = 0,Q3,3/0, 
^2,3 ~ ^3,3 ~ '32,2 7^ 



s. = |([Q]JQ'])ee : 

On peut aussi vérifier que : 

K = {([Q]' iQ']) e ^lëo^ : = X4 = 0} 

ët., = {m, IQ']) € S2Siëo : = Fa = n = 0} 



En notant, pour 1 < i < 5, Xj := Xj o vr, fonction régulière sur vr ^Qq , et, 
pour 1 < i,i < 3, Qij (respectivement q^j la fonction régulière sur Ss x S3 : 

Qij '■ {Q,Q') ^ Qi,j (respectivement qij : {Q,Q') 1-^ Qij ) , 
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on a 



jj2^ ^ j"A(^ieo^n(Xi/o)n(X4/o)) 
< ^ ^A(sië(t n (Xi ^ 0)) + ^A(sië+ n (X4 / o)) 



^2 -^3 -^5 „Ai A2 



_ /T\ ^2 -^3 -^5 ^Ai / 



""2 '""3 '""5 — "^"^ '^'^ 

Or, on a une réunion décroissante : 



Soient M, > deux entiers tels que : 
(23) fi + p = si{X + p + 2(M + l)ai - 27Va2) . 

On a alors : 

si n < iV et Hl^ {^x ® 0-ç^^-nD2)) = si n > iV. 
On en déduit que : 

e Hl^ {^x ® Oë(-^^2)) \ {^x ® + l)D2)) . 

Comme D2 f^ siQq = siQq n (X5 = 0), cela signifie que : 

f fi m 1, ^2 ^3 ^5 ,^Ai /A2 \ /TN I 3^2 X5 Ai /A2 
J^^^ Vf ^ „ni n4 «2,29 3,3 \ ^"l^ri4 «2,29 3,3 ■ 

ïil,n4>0 ni,n4>0 

Or, les fonctions Xi, 1 < i < 5, 52,2; «'3 3 sont des T— vecteurs propres de 
poids respectifs : 

si(-ai), si(-a2), si(-Qi - Q2), si(-2ai), si(-2a2), si(-2wi), si(-2u;2) • 

no fio ne 

Il s'ensuit que, pour ni, 71,4 > 0, 712, 71-3 > et 71,5 > iV, le monôme ^ ni'^ ni ^2 29 3 3 

■^1 -^4 ' ' 

est de T— poids [i si et seulement si : 

Si (A + (ni + 2n4 - n3)ai - (2n5 + n2 + n3)a2) = p 

<;4> A + (ni + 2n4 - n3)ai - (2n5 + n2 + 713)02 = si/-f 
<;4> A + (ni + 2n4 - n3)ai - (2n5 + n2 + n3)a2 = A + (2M + 3)ai - 2iVa2 
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4^ 



ni + 2^4 - ns = 2M + 3 
2(715 -N) + n2 + 113 = 

ni = 2{M - 714) + 3 
= N,n2 = ris = 



Ainsi : 



2(M-n4)+3 n4 ' 
n4=l -^i ■''4 

De même, en utilisant la filtration croissante : 

(^a) = U„>o ker (h^+ (^a) ^ (^A ® Oë(mZ)i)) 
on trouve aussi que : 

fa ^2 ^3 ^5 „Ai /A2 \ /TN ^2 ^3 ^5 „Ai /A2 

VF x'^^x"* ^2,2^3,3 \ x^^x'"" ^2,2^3,3 • 

ïi2 ,îî3 ,ïi5 >0 1 4 712,^2, ne^>0 1 4 

ni>0 ni>0 

l<n4<M+l l<n4<M 

Finalement, à multiplication par un scalaire non nul près, est de la 
forme : 

(24) /, = ^!j+T^2,^2«'3,3 

X1X4 ^ 

X^ A 

+ une combinaison linéaire des — ^-r^ Qo^^qW 

2{M-n4)+3 n4 ^^'^^ '^''^ 

où 1 < n4 < M. 

On peut montrer de la même façon que si M', A^' sont les entiers > tels 
que : 



(25) f^ + P = (s2Si)(A + P + 2(M' + l)ai - 2N'a2) 

et si on pose yi := Yi o vr, fonctions régulières sur tt~^{Qq), alors on a : 



p 

"251 



avec de la forme : 



yN' ^ y'^'^y'^^ A 

= lû^^3,3^'2,2 + une combinaison linéaire des ^"^ „^ ^3,3^^2,2 

yiy3y4 2/3 

où les n,- sont des entiers vérifiant : 
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ni > 0, n2 > 0, ns > 0, < n4 < M' + 1, > N' et ?i4 < M' ou > N' 



Soient /ii,/i2 > les entiers tels que : ^ = /iiwi + fj,2t^2- 
Remarquons que les relations ([23]) et ([251) entraînent que 



(26) 



M' = M - et AT' = AT + 



(on sait déjà que /i2 est impair). 

Pour déterminer d^' ^(/^i) € i-^x), remarquons que la restriction 



■^x ^x 

induit le diagramme commutatif suivant 



«28160 




Rl^^x) '^'\ h1, (^, 



Hl+ - (^; 

Il est plus facile de décrire le morphisme d' que de décrire directement 
d^' "^ ; on a en effet : 

ë,+, n s2Siëo = (s2Siëo n {Y3 + 0)) n {Y2 = y^ = ^) 

donc : 

(ifA) ^ îi\s2Sl^^ n (^3 / 0) \ {Y2 =Y, = 0),^a) 



^A(s2Sieo n (Yi^sn / 0)) 



^A(s2Sieo n (FiFs 0)) + i^A(52Sieo n {y^y^ + 0)) 

et le morphisme à! est donné par : 



esiris2Sieo 



Vn2,n5 > 0,ni,n4 > 0,n3 G Z, n.,^ „^ 

2/1 ^3^4 



"■2 ^5 

n^i^ riA sini,n4<0 
Vi Vs Va 

sinon. 



Maintenant, décrivons l'image de /„ dans _ {^x)- Pour cela, on 

exprime les Xi en fonction des yi dans le corps des fonctions rationnelles sur 
^3 X 5|| : 

yiys + 0{y2) 

X\ = 

vl + ViVb + 0(2/2) 



^ la notation « 0(2/2) »signifie « y2 x un polynôme en les j/i 
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X2 



yiVb + 0{y2) 

^ ys 

yl + yAyb + yfy^ 

_ yijyj + j/4j/5 + yh^) 
{yl + y^y^Y + 0{y2) 

ydyj + ym) + 0{y2) 
{yi + 2/42/5 + 2/12/5)^ 

(ces relations proviennent de l'égalité « matricielle » : 

ff 1 .A ( 



X4 



Si ■ 



w 



1 X2 

1 



^ ^ 1 yi 2/3 ^ 



1 

rE4 
0:4X5 



(s2Sl) 



vv 



1 




'2/2 

1 



1 
2/4 
y42/5 



X4X5 

X5 

1 

2/42/5 
2/5 
1 



W 



sur siCo n S2S1C0). 

D'un autre côté, comme on a les égalités suivantes : 

ë^i n s2Siëo = (s2Siëo n siëo) n {Xi = X4 = 0) 

= (s2Siëo n (Ya 0)) n (Yl = Ki = 0) 

= (s2Siëo n siëo) n {x^ = x^y^ = o) , 

on a les isomorphismes suivants (de g— modules) : 



Hl 



i^x)-H\is2Sieonsieo) \ (Xi = X4 = o),ifA 



~ H\is2Siëo n (F3 7^ 0)) \ {Yl = n = 0),^a) 

~ H\{s2Siëo n siëo) \ (X4 = XiFi = 0), jfA) 

j^x{s2Siëo n giëo n (^1X4^ 0)) 

^x{{s2Siëo n siëo) n (Xi / 0)) + ^x{{s2Siëo n siëo) n (X4 / 0)) 

^ ^A(g2giëo n (Y^YsY^ / o)) 

^x{s2Sieo n (Yin / 0)) + ^x{s2Sieo n (y3>4 / 0)) 

^A(s2giëonsiëon(XiX4y^/o))_ 

^A(s2Siëo n siëo n (XiYi 0)) + ^x{s2Siëo n siëo n {x^ / 0)) ' 
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En utilisant ces isomorphismes, en remplaçant dans la formule (|24j) de 
les Xi par leur expression en les yi, et en utilisant les relations ([261) . on 
trouve que l'image de /„ dans H1+ _ (^a) est de la forme : 

N' n-2 fis 
^^nj/ 1 1 Q^\q'^% + une combinaison linéaire de J^^ 3 Q'q q<?^9 9 

où ns > A^' ou 712 > 0. 
En conséquence : 

"■2"! n2,n5>0 «1 ^3 «4 

,713,714 >0 

JV' 

a un coefficient 1 devant — ^^\pTïQ^\l'2%- 

Ainsi : 7^ (on a même d\'~^{ffj_) = g^) et donc : 

[kerd^'"^ : L(^)] =0 . 

Q.e.d. 
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{2} 



+ + 



+ + 



• • • 



{2,4} 



X 



0,. 



o o o 
o o o 

o o 
o o 

o 

o 



A + <^4 



{4} 



FiG. 1 - les ensembles pour la compactification magnifique de Sp2„/Sp4 x 
Sp2n-4, n > 4 OÙ : Ao := 



(014,04) 
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FiG. 3 - les ensembles Rj pour la compactification magnifique de Sp8/Sp4 x 
Sp4 
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{21 + 



+ 
+ + 



6 



lO o o o o 
ô o o o o . 
' o o o o 



1 o o o 
o o o 
To o 

o o (0 

:o .0 






+ 
+ 



^- + - + -4--^^- 

+0W 



+ 



^^{2,4" 



-•- - -•- 



* • 

• > 

• y 

• • X 

• • X 

• • • X 

11 



{4} 



FiG. 4 - les ensembles Qj lorsque n = 4 
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®®©®eeoo(r^ooooooopooe9®e®e 
+ ©©e®©ooboooooo0oo©ee®œ + 

+ + + œ©®®oobooooodoo®©®© + + + 
+ + + + ®®®oo©oooo©oo®®œ + + + + 

+ + + + + + ®œoooooo0oo©© + + + + + + 

+ + + + + + + ®OOiï^OOpOO® + + + + + + + 
+ + + + + + + + + OO^O_^0OO + + + + + + + + + 

+ + ++ + + + + + ^"^Q^^ 2*1 + + + + + + + + + 

+ + + + + + + + + + ■ -^W^- • + + + + + + + + + + 

+ + + + + + + + + +• /> • + + + + + + + + + + 

/ \ 

•/ . \ 

/ \ 

xxxxxxxxxx/ • • \xxxxxxxxxx 
xxxxxxxxxx/- □ xxxxxxxxxx 

xxxxxxxxx/nnnnNxxxxxxxxx 
xxxxxxxxxrinnnnnbxxxxxxxxx 

xxxxxxxKisnnnnnnmKixxxxxxx 
xxxxxxHHmnnnnnnn[!^KKixxxxxx 

xxxxKiHKipnnnnnnnnfqKiEiKixxxx 
xxxEiKiEiKifjnnnnnnnnnbKiKiKiEixxx 

xKiHKiKiHrinnnnnnnnnnkiKiKiEiKiKixx 
KiKiHHKiKidnnnnnnnnnnnQKiEiKiKiKiH 




FiG. 5 - Le groupe de Picard de la variété des coniques complètes C (légende : 
o : A G pic ë tel que iï°(ë, ^a) / ; + : A G pic ë tel que H^{ë, ^a) 7^ ; 
x : A G pic ë tel que H^(ë, ^a) / ; □ : A G pic ë tel que H^(ë, ^x) + 0) 
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